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Rudolf vom Hofe/Reinhard Pekrun/Michael Kleine/Thomas Götz
Projekt zur Analyse der Leistungsentwicklung 
in Mathematik (PALMA): Konstruktion 
des Regensburger Mathematikleistungstests 
für 5. bis 10. Klassen1
In diesem Beitrag wird die Konstruktion des Regensburger Mathematikleistungstest für 
5.–10. Klassen dargestellt, und es werden erste Befunde zur Entwicklung der mathema-
tischen Grundbildung in der Sekundarstufe I berichtet, die mit diesem Test gewonnen 
wurden. Die vorgestellten Testanalyse- und Entwicklungsbefunde stammen aus der ers-
ten Voruntersuchung zu einer Längsschnittuntersuchung, welche die Entwicklung ma-
thematischer Grundbildung bei deutschen Schülern analysiert (Projekt zur Analyse der 
Leistungsentwicklung in Mathematik (PALMA); Projektleiter: R. Pekrun, Universität 
München; R. vom Hofe, Universität Regensburg; W. Blum, Universität Kassel). Aus den 
dargestellten Befunden ergeben sich gleichzeitig auch erste Hinweise zu didaktischen 
Konsequenzen.
1. Zielsetzung und Konzeption der Längsschnittstudie PALMA 
Vergleichende Evaluationsstudien zu mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Schülerleistungen belegen, dass solche Leistungen international und intranational eine 
erhebliche Varianz zeigen. Deutsche Schüler schneiden dabei in der Regel eher mäßig 
ab. Allerdings sind Evaluationsstudien dieser Art meist auf deskriptiv orientierte, 
querschnittliche Designs beschränkt. Geleistet wird damit ein Systemmonitoring des 
schulischen Bildungswesens. Erwartungen von Politik und Öffentlichkeit hingegen, 
über Indikatoren des Leistungsstandes von Schülern und Schulsystemen hinaus Auf-
schlüsse zu den Ursachen von Leistungen und zu Maßnahmen der Leistungssteigerung 
und der Prävention von Defiziten zu erhalten, können solche Studien aufgrund der Be-
schränkungen ihrer Designs kaum erfüllen (vgl. Pekrun 2002). 
Ziel dieses Projekts ist es deshalb, anhand einer prospektiv-längsschnittlichen Erwei-
terung der OECD-Studie PISA an einer deutschen Schülerkohorte Entwicklungen und 
Bedingungen von Mathematikleistungen im Laufe der Sekundarstufe I zu analysieren 
(5.–10. Klassenstufe). Die einbezogene Schülerkohorte wird in der 5. Klassenstufe 
(2002) erstmals untersucht, in der 9. Klassenstufe werden die Erhebungen mit dem drit-
ten Zyklus der PISA-Erhebungen verschaltet (2006). Mit der inhaltlichen und methodi-
1 Diese Studie wurde im Rahmen des DFG-Schwerpunktprogramms BIQUA durch Mittel der DFG 
gefördert.
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schen Konzeption des Längsschnitts wird angestrebt, eine Aufklärung der Entwick-
lungsverläufe und Bedingungen zu erreichen, die den PISA-Mathematikleistungen 
deutscher Schüler zugrunde liegen. 
Analysiert werden (1) die Entwicklungsverläufe von mathematischen Leistungen, 
(2) Schülervoraussetzungen solcher Leistungen und (3) Kontextbedingungen in Unter-
richt, Schulklasse und Elternhaus. Dies entspricht der Konzeption der PISA-Erhebung-
en, wobei sich das vorliegende Projekt auf die Untersuchung des mathematischen Kom-
petenzerwerbs konzentriert. Bei PISA (Programme for International Student Assess-
ment) handelt es sich um eine international und national vergleichende Schülerleis-
tungsstudie der OECD, die eine Sequenz querschnittlicher Leistungserhebungen vor-
sieht (zunächst in den Jahren 2000, 2003 und 2006). Erfasst werden Schülerleistungen 
in den Bereichen Mathematik, Naturwissenschaften, Lesen und fächerübergreifende 
Kompetenzen, darüber hinaus aber auch Individual- und Kontextvoraussetzungen von 
Schülerleistungen (vgl. Baumert u.a. 2001). 
In den Bereichen Mathematikleistungen, Schülervoraussetzungen und Kontexte 
werden im vorliegenden Projekt jeweils spezifische Schwerpunkte gesetzt, die mit den 
Planungen für die PISA-Erhebungen der nächsten Zyklen abgestimmt sind. Im Bereich 
mathematischer Leistungen liegt ein Schwerpunkt auf der Analyse von Kompetenzen, 
die auf den mathematischen Grundvorstellungen von Schülern beruhen (s.u. 2.). Die 
Erhebungen zu Schülervoraussetzungen beziehen sich auf Variablen des selbstregulier-
ten Lernens von Schülern im Fach Mathematik, wobei der Erhebung der Mathematik-
emotionen von Schülern ein wesentlicher Stellenwert zukommt. Hintergrund ist, dass zu 
solchen Emotionen kaum etwas bekannt ist, obwohl ihnen für Motivation, Problemlö-
sen und Leistungen im Fach Mathematik ein entscheidender Stellenwert zukommen 
dürfte (belegt ist dies bisher nur für Mathematikangst; vgl. Götz 2002; Ma 1999; und 
allgemein zur Leistungsbedeutung von Emotionen Aspinwall 1998; Pekrun 1992, 1998, 
2000; Pekrun u.a. im Druck).
Im Bereich der Kontexte schließlich ist zu konstatieren, dass sich viele Studien der 
Lehr-Lernforschung auf instruktionale Variablen konzentriert haben, während die Rolle 
sozialer Kontexte vernachlässigt wurde (vgl. Pekrun 1997, 2001; Wild 1999). Vorgesehen 
ist deshalb, in Kooperation mit den Projekten von E. Wild (vgl. Beitrag in diesem Band) 
über die Kontexte Mathematikunterricht und Schulklasse hinaus auch das Elternhaus
und den Umgang der Eltern mit den schulischen Leistungsanforderungen im Fach Ma-
thematik zu berücksichtigen.
2. Mathematische Grundbildung und die Ziele des Regensburger 
Mathematikleistungstests
PISA folgt einer Konzeption mathematischer Grundbildung, die sich im Sinne von „ma-
thematical literacy“ vor allem auf Kompetenzen zu einem realitätsorientierten, flexibel-
modellierenden Umgang mit mathematischen Problemen konzentriert. Für solche 
Kompetenzen sind aus mathematikdidaktischer Perspektive problemlösebezogene men-
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tale Repräsentationen mathematischer Inhalte zentral, die häufig als mathematische 
„Grundvorstellungen“ bezeichnet werden. Es mangelt bisher an Instrumenten zur Er-
fassung dieser Kompetenzen und an Untersuchungen zu ihrer Entwicklung im Laufe 
der Schulzeit. 
Im Folgenden wird zunächst das an PISA anknüpfende Konzept von mathemati-
scher Grundbildung beschrieben, auf dem der Regensburger Mathematikleistungstest 
basiert, wobei insbesondere die Bedeutung von Modellierungsaktivitäten und der für 
solche Aktivitäten erforderlichen Grundvorstellungen erläutert werden. Anschließend 
werden die Ziele der Konstruktion des Regensburger Mathematikleistungstests darge-
stellt. 
2.1 Mathematische Grundbildung
Auffassungen zu mathematischer Grundbildung haben sich in den letzten zwei Jahr-
zehnten unter den Einflüssen konstruktivistischer Lerntheorien einerseits und der welt-
weit wirksamen Operationalisierungen durch internationale Schulleistungsstudien an-
dererseits zunehmend konkretisiert und eine heute international weitgehend akzeptier-
te Form angenommen, die sich im PISA-Konzept der „mathematical literacy“ wider-
spiegelt. Darin werden die Ansätze von TIMSS fortgesetzt, mathematische Fähigkeiten 
nicht über Formelanwendungen oder technische Rechenverfahren zu erfassen, sondern 
über die Rolle, die Mathematik als Werkzeug zur Modellierung und geistigen Gestal-
tung der Realität zukommt. Dementsprechend wird mathematische Grundbildung als 
Fähigkeit einer Person definiert, „die Rolle, die Mathematik in der Welt spielt, zu erken-
nen und zu verstehen, fundierte mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine 
Weise mit der Mathematik zu befassen, die den Anforderungen des gegenwärtigen und 
künftigen Lebens einer Person als eines konstruktiven, engagierten und reflektierten 
Bürgers entspricht“ (Klieme/Neubrand/Lüdtke 2001, S. 143).
Diese Auffassung basiert wesentlich auf dem Lebenswerk des niederländischen Ma-
thematikers und Didaktikers Hans Freudenthal, der zu denjenigen zählte, die schon lan-
ge vor TIMSS und PISA die Dominanz von kalkülhaftem Rechnen und schematischen 
Verfahren im Mathematikunterricht kritisierten (vgl. insbesondere Freudenthal 1977, 
1983). Damit Lernende etwas von der Kraft und dem Wesen vom Mathematik als ge-
danklichem Werkzeug erfassen können, müsse sich Lehren und Lernen an der Phäno-
menologie mathematischer Begriffe orientieren und nicht etwa an vorgefertigten Sätzen 
oder Definitionen. Freudenthals Ansatz lässt sich beschreiben als ein Plädoyer für einen 
genetischen Mathematikunterricht mit eigenständigem und aktiv-entdeckendem Lernen in 
inner- und außermathematischen Problemkontexten.
Diese Haltung prägt nicht nur die PISA-Konzeption im Bereich Mathematik, sie ent-
spricht darüber hinaus einem breiten Konsens der zeitgenössischen internationalen Ma-
thematikdidaktik (siehe etwa Schubring 1978; Wagenschein 1983; Brousseau 1983; 
Sierpinska 1992 zum genetisch-epistemologischen Ansatz sowie Blum 1996; de Lange
1996; Usiskin 1991 zum anwendungs- bzw. realitätsorientierten Ansatz).
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2.2 Der Prozess des Modellierens
Der Umgang mit Mathematik lässt sich aus dieser Sichtweise im Wesentlichen als ma-
thematische Modellbildung beschreiben, wie sie in Abbildung 1 in der Terminologie 
von Schupp (1988) bildlich dargestellt wird. Sie zeigt zum einen die verschiedenen 
Schritte des Modellierungsprozesses auf, zum anderen wird dessen zyklische Struktur 
deutlich:
Zunächst wird ein Problem aus der realen Welt mathematisiert, d. h. es wird ein ma-
thematischer Begriff oder ein Verfahren gesucht, um die Sachsituation auf der mathe-
matischen Ebene darzustellen. Als Nächstes werden innerhalb der Mathematik Ergeb-
nisse ermittelt, die dann im Hinblick auf die Sachsituation interpretiert werden. Und 
schließlich muss geprüft werden, ob die aus dem mathematischen Modell abgeleiteten 
Konsequenzen tatsächlich für die Lösung des Sachproblems geeignet sind oder ob ein 
neuer Durchlauf in diesem Zyklus – möglicherweise mit einem geänderten mathemati-
schen Modell – erforderlich ist.
Zentrale kognitive Tätigkeiten beziehen sich hierbei auf das Übersetzen zwischen Re-
alität und Mathematik, wenn beispielsweise zu einer Sachsituation eine angemessene 
Mathematisierung gefunden werden muss oder wenn ein mathematisches Ergebnis wie-











Abb. 1: Prozess der Modellierung
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der im Hinblick auf die Sachsituation interpretiert werden soll. Hierfür braucht man 
Vorstellungen davon, welche mathematischen Inhalte oder Verfahren zu einer bestimm-
ten Sachsituation passen könnten bzw. umgekehrt, welche Situationen sich mit be-
stimmten mathematischen Inhalten modellieren lassen. 
Dies fängt bereits bei sehr einfachen Aufgabenkontexten an: Wer z.B. mit dem Ver-
fahren der Subtraktion nicht die Vorstellung des Abtrennens oder Wegnehmens verbin-
det, kann selbst einfachste Textaufgaben zur Subtraktion nicht erfassen; wer mit dem 
Wachstumsverhalten von Exponentialfunkionen nicht die Vorstellung des prozentualen 
Wachstums verbindet, kann nicht entscheiden, warum für die Modellierung eines biolo-
gischen Wachstumsprozesses eher eine Exponentialfunktion in Frage kommt, und nicht 
etwa eine lineare oder quadratische Funktion.
2.3 Mathematische Grundvorstellungen
Wichtig für die Vermittlung zwischen Mathematik und Realität ist daher die Ausbildung 
tragfähiger mentaler Modelle für mathematische Begriffe – wie sie Freudenthal nennt –
(vgl. Freudenthal 1983) oder kurz: die Ausbildung von Grundvorstellungen mathemati-
scher Begriffe und Verfahren (vgl. vom Hofe 1995).
In Analysen zu Ausprägungen solcher Grundvorstellungen und ihrer Bedeutung für 
die Entwicklung mathematischer Grundbildung liegt ein zentrales Forschungsinteresse 
unseres Projekts. Die bisher vorliegenden Arbeiten hierzu sind vor allem didaktisch-
konstruktiver und präskriptiver Art (z.B. Blum/Törner 1983; Bender 1991; Maier 1990; 
vom Hofe 1992, 1995, 1998a; Wiegand 1998, 2000; Malle im Druck). Ferner liegen qua-
litative Einzelfallstudien und Feldstudien vor (vgl. insbesondere Fischbein 1983, 1989, 
1990 bzw. vom Hofe 1998b, 1999, im Druck). Hingegen mangelt es an Instrumenten zur 
quantitativen Erfassung der Ausprägung solcher Vorstellungen und ihrer Einflüsse auf 
die Entwicklung mathematischer Fähigkeiten im Laufe der Schulzeit.
Als wesentlicher Schritt auf dem Wege zu einer quantitativen Erfassung der Rolle 
von Grundvorstellungen können Arbeiten innerhalb der deutschen PISA-Experten-
gruppe Mathematik angesehen werden, in denen der Grundvorstellungsbegriff in den 
letzten beiden Jahren als aufgabenanalytisches Kriterium weiterentwickelt und ein Klas-
sifizierungssystem zur Analyse der Grundvorstellungskomplexität von Mathematikauf-
gaben konstruiert wurde. Die Kategorien dieses Systems werden gegenwärtig für Detail-
analysen zu den Erhebungen von PISA 2000 verwendet; erste Befunde sind Ende 2002 
zu erwarten. Analysiert wird u.a., welche Rolle die Grundvorstellungskomplexität für 
die Schwierigkeit von Aufgaben spielt (vgl. Blum/vom Hofe im Druck). Allerdings er-
möglicht auch dieses Klassifizierungssystem noch keine Erfassung der Ausprägung von 
Grundvorstellungen bei individuellen Schülern.
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2.4 Ziele der Konstruktion des Regensburger Mathematikleistungstests
Eingangs wurde erläutert, dass Fragen nach der Genese mathematischer Grundbildung 
von Vergleichsstudien wie PISA aufgrund ihres querschnittlich-deskriptiven Untersu-
chungsdesigns nicht befriedigend beantwortet werden können, da in der Regel nur 
punktuelle Leistungen, nicht aber Entwicklungen dieser Leistungen über die Schuljahre 
hinweg erfasst werden. 
Der hier zu konstruierende Mathematikleistungstest soll dazu beitragen, dieses Defi-
zit zu beheben, und es ermöglichen, Entwicklungsverläufe mathematischer Fähigkeiten 
im Zeitraum der Jahrgangstufen 5–10 längsschnittlich zu erfassen. Damit sollen Er-
kenntnisse darüber gewonnen werden, wie und unter welchen Bedingungen sich ma-
thematische Kompetenzen im Laufe der Schulzeit entwickeln bzw. mögliche Fehlkon-
zepte herausbilden. Unser Ziel ist es auch, zu erfassen, wie sich die Ausprägung von 
Grundvorstellungen bei spezifischen mathematischen Inhalten bzw. Inhaltsbereichen 
im Laufe der Sekundarstufe I entwickelt. Wesentlich sind dabei insbesondere die folgen-
den Fragen: 
 Verläuft die Entwicklung der mathematischen Grundbildung gleichmäßig oder las-
sen sich Phasen, Stufen oder Sprünge identifizieren? Stehen Phasen mit positivem 
Lernzuwachs solche mit Einbrüchen mathematischer Kompetenzen (negativer Lern-
zuwachs) entgegen?
 Wie verläuft die Fähigkeitsentwicklung bei spezifischen mathematischen Inhaltsbe-
reichen (z.B. Arithmetik, Algebra oder Geometrie), mathematischen Schlüsselbegrif-
fen (z.B. Proportionalität, Prozent- oder Funktionsbegriff) und mathematischen 
Grundvorstellungen (z.B. zum Anteils- oder Verhältnisbegriff)? 
Ziel der Testkonstruktion ist es damit, ein genaueres Bild der Genese mathematischer 
Grundbildung zeichnen zu können. Dies soll dem übergeordneten Ziel dienen, konkre-
tere Ansatzpunkte für unterrichtliche, methodisch-didaktische und stofflich-curriculare 
Konsequenzen zu gewinnen. 
3. Methode
3.1 Methodische Konzeption der Längsschnittstudie
Im Folgenden wird zunächst die Gesamtkonzeption der Längsschnittstudie und ihrer 
Voruntersuchungen skizziert, anschließend wird die Konstruktion des Regensburger 
Mathematikleistungstests dargestellt. Projektbeginn war im November 2000. Zum Zeit-
punkt der Erstellung dieses Manuskripts ist die erste Voruntersuchung abgeschlossen, 
die Daten der zweiten Voruntersuchung befinden sich in der Auswertung und der erste 
Messzeitpunkt des Längsschnitts in der Implementierungsphase.
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Untersuchungsanlage und Stichproben
Dem Längsschnitt sind zwei Feldtests vorgeschaltet, die der Entwicklung des Regens-
burger Tests und weiterer Instrumente für den Längsschnitt dienen (Voruntersuchun-
gen I und II; N = 784 /1.643 Schüler aus 5.–10. Klassen bayerischer Hauptschulen, Real-
schulen und Gymnasien). Der Längsschnitt wird gegen Ende des Schuljahres 2001/02 
eine Kohorte von Schülern in der 5. Klassenstufe aufgreifen und in jährlichen Erhebun-
gen bis zur 10. Klassenstufe verfolgen (Ausgangsstichprobe: N = 2.100 Schüler sowie 
deren Eltern und Mathematiklehrer; 84 Klassen aus Hauptschulen, Realschulen und 
Gymnasien). Die Stichprobenkalkulation erfolgte anhand von Power-Analysen unter 
Berücksichtigung der zu erwartenden Klumpungseffekte und Effektgrößen für Ent-
wicklungs- und Bedingungseffekte (vgl. Cohen 1988). Die Gewinnung der Stichproben 
folgt PISA-üblichen Prinzipien der Stichprobenziehung, wobei in Übereinstimmung 
mit den nationalen Planungen für PISA 2003 und 2006 ganze Klassen gezogen werden, 
um klassenbezogene Unterrichts- und Kontexteffekte abschätzen zu können (bei PISA 
2000 handelte es sich um Individualstichproben von Schülern). 
In der neunten Klassenstufe werden die Erhebungen zeitlich und instrumententech-
nisch parallel zu den Erhebungen des dritten Zyklus von PISA durchgeführt (PISA 
2006), um die angestrebte Aufklärung der Variation von PISA-Leistungen in Mathema-
tik zu ermöglichen. Über diese Zielsetzung hinaus wird ein spezifisches Augenmerk auf 
die systematische Weiterverfolgung auch von Klassenwiederholern gelegt, um Daten zu 
dem in Deutschland bisher unzureichend analysierten Problem der Klassenwiederho-
lung zu gewinnen (vgl. Bellenberg 1999).
Variablen und Instrumente
Die Variablenkonfiguration des Längsschnitts folgt der Zielsetzung des Projekts, Ent-
wicklungsverläufe, Schülervoraussetzungen und Kontextbedingungen von mathemati-
schem Kompetenzerwerb zu analysieren. Das Instrumentarium orientiert sich deshalb 
konzeptionell und in der Verwendung einzelner Skalen an den Planungen für die nächs-
ten Zyklen von PISA (erleichtert wird dies durch die Mitgliedschaft von R. Pekrun und 
W. Blum im nationalen Konsortium und R. vom Hofe in der nationalen Expertengrup-
pe Mathematik von PISA 2003). 
Neu entwickelt wurden neben dem Regensburger Mathematikleistungstest die Mün-
chener Skalen zu Mathematikemotionen, die zur Erfassung von sieben mathematikbezo-
genen Emotionen bei Schülern dienen (Freude, Stolz, Ärger, Angst, Scham, Hoffnungs-
losigkeit und Langeweile in Unterrichts-, Prüfungs- und Hausaufgabensituationen in 
Mathematik; durchschnittliches α = .91). Ferner werden weitere Skalen zu Schülervor-
aussetzungen (Intelligenztest und Selbstberichtskalen, u.a. zu selbstbezogenen Kogniti-
onen und Motivation in Mathematik) sowie Skalen zu Unterrichts-, Klassen- und El-
ternhauskontexten im Längsschnitt zum Einsatz kommen. Bei den Kontextskalen han-
delt es sich um mathematikbezogene Befragungsinstrumente, die jeweils nicht nur aus 
der Schülerperspektive, sondern auch aus der Eltern- bzw. Lehrerperspektive zu beant-
worten sind. Der gesamte Satz von Verfahren ist in der Voruntersuchung erprobt und 
revidiert worden. 
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3.2 Konstruktion des Regensburger Mathematikleistungstests für 5.–10. Klassen
Zeitliche Konzeption der Testkonstruktion und Stichproben
Für die Entwicklung des Mathematikleistungstests dienten die Voruntersuchungen I 
und II des Projekts (s.o.). In der bereits abgeschlossenen ersten Voruntersuchung wurde 
in Koordination mit der PISA-Expertengruppe Mathematik die erste Fassung des Ma-
thematikleistungstests analysiert, wobei unterschiedliche Aufgaben und Aufgabenfor-
mate erprobt wurden. Auf der Grundlage dieser ersten Voruntersuchung erfolgt eine 
Revision und Weiterentwicklung der Instrumente, wobei Aufgabenformate fixiert und 
Skalenendformen entwickelt werden. Diese werden in der gegenwärtig laufenden zwei-
ten Voruntersuchung erprobt.
Inhaltliche Strategie der Testkonstruktion
(1) Ebenen der Leistungsmessung. Entsprechend der Zielsetzung der geplanten Längs-
schnittstudie, Leistungsentwicklungen über die Zeit hinweg zu verfolgen, Ursachen die-
ser Entwicklungen zu analysieren und Handlungsmöglichkeiten abzuleiten, wurde das 
Instrumentarium so konzipiert, dass mathematische Fähigkeiten auf drei Ebenen erfasst 
werden können.
A: Zur Erfassung von globalen Leistungsverläufen im Bereich Mathematik wird eine 
(nach dem dichotomen Raschmodell skalierbare) Serie von Aufgaben konstruiert, 
die mit der Methodik der Mathematikleistungstests bei PISA abgestimmt ist und zu 
einem Gesamtscore für die Mathematikleistung führt. Die inhaltliche und methodi-
sche Parallelität der Instrumente soll eine Übertragung der Befunde aus PISA-Erhe-
bungen auf die Erhebungen dieses Projekts und vice versa möglich machen.
B: Um ein differenzierteres Leistungsbild zu mathematischen Fähigkeiten in einzelnen 
Kompetenzbereichen zu erhalten, werden Subskalen entwickelt.
C: Auf einer dritten Ebene werden Fähigkeitsentwicklungen bezüglich einzelner Items 
erfasst, was u.a. Rückschlüsse auf die Ausprägung entsprechender Grundvorstellun-
gen erlaubt.
(2) Formate der Aufgaben. Analog zum Vorgehen bei PISA wird bei den Aufgabenforma-
ten zwischen „multiple choice“, „kurze freie Antwort“ und „ausführliche freie Antwort“ 
unterschieden. Das Verteilungsverhältnis der einzelnen Formate orientiert sich an den 
Bedingungen von PISA 2003. Um den deutschen curricularen Gewohnheiten zu ent-
sprechen, werden in Abstimmung mit dem nationalen PISA-Instrumentarium Itemse-
rien, die von einem gemeinsamen „stimulus material“ abhängig sind, vermieden. Da-
durch wird eine unabhängige Bewertung der einzelnen Items möglich und ihre statisti-
sche Unabhängigkeit erhöht (Neubrand u.a. 2001).
(3) Inhaltliche Strukturierung der Aufgaben. Die in der ersten Fassung des Verfahrens ge-
testeten Stoffgebiete umfassen die Bereiche Arithmetik sowie Algebra und Funktionen-
lehre. Inhaltliche Schwerpunkte sind Bruch- und Prozentrechnung, Anteils- und Ver-
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hältnisbegriff im Bereich Arithmetik sowie Umgang mit Skalen, Proportionalität, Zu-
ordnungen und Linearität im Bereich Algebra/Funktionen. In der zweiten Voruntersu-
chung werden die Stoffgebiete unseres Tests so ergänzt, dass bis zur Implementierung 
des Längsschnitts stoffliche Äquivalenz zu den Erhebungen von PISA 2003 erreicht 
wird.
(4) Grundvorstellungskomplexität als Aufgabenmerkmal. Das Instrumentarium ist so an-
gelegt, dass jedem inhaltlichen Teilbereich eine Itemserie entspricht, deren Items sich 
charakteristischen Grundvorstellungen bzw. Grundvorstellungskombinationen zuord-
nen lassen. Weiterhin wurde zu jedem Teilbereich eine Itemgruppe entwickelt, deren 
Items keine Grundvorstellungen erfordern, sondern lediglich durch Kalkülanwendung 
gelöst werden können. Die Ausprägungen anderer Aufgabenparameter (z.B. sprachlogi-
sche Komlexität) wurden kontrolliert niedrig gehalten. 
Die Items werden sowohl hinsichtlich ihrer Grundvorstellungs- als auch ihrer Kal-
külkomplexität klassifiziert. Hierzu dienen mit dem Vorgehen bei PISA abgestimmte 
Aufgabenklassifikationen durch Experten. Bei der Klassifizierung der Items nach ihrer 
Grundvorstellungsintensität wird ein Klassifikationssystem eingesetzt, das in Koopera-
tion mit der Arbeitsgruppe um W. Blum entwickelt wurde (Blum/vom Hofe im Druck) 
und gegenwärtig auch für Detailanalysen von PISA 2000 verwendet wird. Dabei erfolgt 
eine Gewichtung der Items nach der Ausprägung der jeweils für eine Lösung der Items 
erforderlichen Grundvorstellungen. 
(5) Grundvorstellungskompetenz als Fähigkeitsmerkmal. Um die für mathematische Mo-
dellierungsprozesse zentrale Grundvorstellungskompetenz – und im Vergleich dazu die 
Kalkülkompetenz – einzelner Individuen zu erfassen und in ihren Entwicklungsverläu-
fen zu dokumentieren, werden zur Zeit Subskalen entwickelt. Neben einer globalen in-
dividuellen Grundvorstellungskompetenz soll über weitere Subskalen auch die Grund-
vorstellungskompetenz in spezifischen Inhaltsbereichen (z.B. Proportionalität) erhoben 
werden. Diese ergibt sich aus den Kompetenzwerten für diejenigen Itemgruppen, die 
sich den jeweiligen mathematischen Inhaltsbereichen zuordnen lassen. Die auf diese 
Weise beschriebene Kompetenz wird in der didaktischen Literatur häufig als Grundver-
ständnis eines Stoffbereichs (Ausprägungsgrad von Grundvorstellungen und ihrer Ver-
netzung; vgl. Oehl 1970; Bender 1991; vom Hofe 1995) bezeichnet. 
(6) Itemserien und Testversionen. Insgesamt wurden für die erste Voruntersuchung 69 
Aufgaben mit 116 Items entwickelt. Diese 69 Aufgaben wurden auf vier alterstufenab-
hängige Testversionen verteilt (zwei Testversionen für die 5. Klassenstufe, zwei Testver-
sionen für die 6.–10. Klassenstufe). Die Testversionen für die 5. Klassenstufe unterschei-
den sich nur durch Rotation der Itemanordnungen. Bei den Testversionen für die 6.–10. 
Klassenstufe gibt es einen gemeinsamen Ankeritempool und jeweils zusätzliche Items zu 
jedem Themengebiet und jeder Grundvorstellungsklasse. Der Grund für die asymmetri-
sche Aufteilung der Testversionen auf die Klassenstufen ist in der curricularen Struktu-
rierung des Lehrstoffes zu sehen: Während in der 5. Klassenstufe vorwiegend der 
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Grundschulstoff vertieft wird, werden ab der 6. Klassenstufe neue Konzepte (z.B. Pro-
portionalität) eingeführt, die bis zur 10. Klassenstufe durchgängig eine Rolle spielen. 
Die Verankerung folgt dem Instrumentendesign der nationalen PISA-Erhebungen, 
das ausgehend von einem gemeinsamen Ankeritemsatz die zusätzlichen Items auf meh-
rere Testhefte verteilt.
(7) Skalierung und Itemanalysen. Zur Skalierung des Mathematiktests wird ebenso wie 
bei den Mathematiktests von PISA das eindimensionale Rasch-Modell verwendet (vgl. 
Rost 1996). Ein hier besonders wesentlicher Vorteil gegenüber Verfahren der klassischen 
Testkonstruktion liegt in der Möglichkeit, Leistungen verschiedener Personen auch 
dann auf einer gemeinsamen Skala abzubilden, wenn diese Personen unterschiedliche 
Aufgaben bearbeitet haben. Dies eröffnet Möglichkeiten, unterschiedliche Testversio-
nen, die sich auf verschiedene Altersstufen und Themenbereiche beziehen, einer ge-
meinsamen Skalierung zu unterziehen, um auf diese Weise u.a. Entwicklungsverläufe 
über Klassenstufen hinweg angemessen modellieren zu können. 
Die Grenzen einer eindimensionalen Modellierung werden allerdings deutlich, wenn 
man die zugrunde liegenden Modellannahmen betrachtet: Die Annahme, dass eine ein-
zige Fähigkeitsdimension die Testleistung determiniert, spiegelt eher einen gewissen 
Skalierungspragmatismus wieder. Für die Ebene A unserer Leistungsmessung (Ermitt-
lung eines Gesamtwerts für die Mathematikleistung) scheint ein solches Vorgehen –
analog zum Vorgehen bei PISA – angemessen zu sein. Auf der Ebene B sind jedoch Sub-
skalen für differenziertere Analysen erforderlich. Auf der Ebene C sind für noch spezifi-
schere Untersuchungen differenzielle Itemanalysen geplant. Für einige Subskalen exis-
tieren bereits Vorformen; sie werden in der zweiten Voruntersuchung weiterentwickelt.
4. Ergebnisse und Diskussion
4.1 Raschskalierung des Mathematikleistungstests
Ziel der in der ersten Voruntersuchung vorgenommenen Raschskalierung war es, die 
Skalierbarkeit der vorläufigen Testversionen zu überprüfen und Hinweise zur Weiter-
entwicklung zu gewinnen. Erfreulicherweise erweist sich der Test bereits in seiner ersten 
Fassung als ausgewogen schwierigkeitsgestaffelt über ein Spektrum von etwa 8 Logit-
Einheiten. Dabei ist insbesondere der Bereich zwischen –2.5 und +2.5 Logit-Einheiten 
mit 102 der insgesamt 116 Items dicht besetzt.
Betrachtet man die mittleren Fähigkeiten θv der Probanden über die einzelnen 
Klassenstufen hinweg (vgl. Tabelle 1), so erkennt man eine Zunahme der mittleren Fä-
higkeit von etwa einer halben Standardabweichung gegenüber der jeweils vorangegan-
genen Klassenstufe. Dieses Ergebnis entspricht den Befunden vergleichbarer Untersu-
chungen (z.B. BIJU, Bildungslebensläufe und psychosoziale Entwicklung im Jugendal-
ter; vgl. Baumert/Gruehn/Heyn/Köller/Schnabel 1997) und spricht damit für die Validi-
tät des Instrumentariums.
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Tab. 1: Mittlere Fähigkeit qv der Probanden nach Klassenstufe
Jahrgangsstufe θ v N s D(–1)[s]
5. Klasse –1.48 176 1.25
6. Klasse –.77 103 .81 .56
7. Klasse –.29 140 .89 .59
8. Klasse .26 150 1.15 .63
9. Klasse .99 109 .93 .63
10. Klasse 1.47 102 1.09 .51
Anmerkung: D(–1)[s]: Fähigkeitsdifferenz der Schulformen in Einheiten der Standardabweichung 
gegenüber dem Vorjahr.
Tab. 2: Mittlere Fähigkeit qv der Probanden nach Schulform
Schulform θ rv N s D(–1)[s]
Hauptschule –.87 204 1.32
Realschule –.14 270 1.48 .49
Gymnasium .43 306 1.28 .29
Anmerkung: D(–1)[s]: Fähigkeitsdifferenz der Schulformen in Einheiten der Standardabweichung 
gegenüber dem Vorjahr
Bezüglich der Schulformen ergibt sich ein differenziertes Bild (vgl. Tabelle 2): Der Fä-
higkeitsschritt von der Hauptschule zur Realschule ist etwas größer als der von der Real-
schule zum Gymnasium. Ein Grund ist möglicherweise darin zu sehen, dass die sechs-
stufige Realschule sich in Bayern gegenwärtig noch im Aufbau befindet. Dies hatte zur 
Folge, dass in unserer Realschülerstichprobe die fünfte Klassenstufe bereits vertreten ist, 
die sechste Klassenstufe hingegen noch nicht, so dass die Realschülerstichprobe über-
wiegend aus Schülern höherer Klassenstufen und damit höherer Leistungsfähigkeit be-
stand, während Schüler niedrigerer Fähigkeitsbereiche eher fehlten.
4.2 Itemanalysen und Testrevision
Eine genauere Analyse der Schwierigkeitsstaffelung innerhalb der Testversionen zeigt, 
dass die vorläufigen Testversionen eine differenzierte Erfassung des Fähigkeitsspekt-
rums der unteren Klassenstufen erlauben, während die Erfassung in den höheren Klas-
sen- und Leistungsstufen vergleichsweise weniger differenziert ausfällt. Hieraus ergeben 
sich Konsequenzen für die weitere Testentwicklung: Die Differenzierung der vorläufigen 
Testversionen scheint noch nicht optimal zu sein. Dies gilt insbesondere für die Testver-
sionen für die 6.–10. Klassenstufe, da diese fünf Klassenstufen ein erhebliches Leis-
tungsspektrum umfassen. Allerdings scheint es nicht notwendig zu sein, für jede Klas-
senstufe getrennte Testversionen zu entwickeln, da sich die Leistungsbandbreiten auf-
94 Teil I: Unterrichtsforschung in Mathematik
einander folgender Klassenstufen stark überschneiden (siehe Tabelle 1); zudem würde 
dies die Analyse von Entwicklungsverläufen eher erschweren. 
Als sinnvoller Mittelweg wurde daher eine Aufteilung in drei schwierigkeitsgestaffel-
te Tests gewählt. Unter Beibehaltung des Prinzips der Paralleltestversionen wurden sechs 
Testversionen erstellt, die zur Zeit im Rahmen der zweiten Voruntersuchung erprobt 
werden. Anhand von gemeinsamen Ankeritempools kann dabei weiterhin eine gemein-
same eindimensionale Skalierung nach dem Rasch-Modell vorgenommen werden.
Zur Überprüfung, Selektion und Revision einzelner Items dienten neben den 
Itemschwierigkeiten auch die Fit-Werte und Trennschärfekoeffizienten der Items. Es zeigt 
sich, dass mehr als 80% der Items sowohl den für die Raschskalierung bei PISA üblichen 
Fitkriterien als auch den Trennschärfekriterien der klassischen Testtheorie genügen. Nur 
14 der 116 Items weisen eine Trennschärfe von rpbis < .30 auf. Für die revidierte Fassung 
des Mathematiktests wurden entsprechende Itemrevisionen vorgenommen. 
4.3 Subskalen und differenziertere Analysen
Mit der Konstruktion von Subskalen zur Analyse stoffgebietsspezifischer Fähigkeiten 
und Entwicklungsverläufe stehen wir gegenwärtig noch am Anfang. Exemplarisch kann 
aber an dieser Stelle am Beispiel des Bereichs Prozentrechnung ein Ausblick gegeben 
werden. Die Subskala „Prozentrechnung“ (Abbildung 2) beruht auf einer Rasch-
Skalierung der Items zu diesem mathematischen Stoffgebiet. Theoriekonform entspre-
chen die Reihungen der Item-Threshholds den Reihungen, die sich für die Items im Ge-
samttest ergeben. Die gebietsspezifische Modellierung ermöglicht es, auf dieses Stoffge-
biet bezogene Fähigkeiten der Schüler zu untersuchen und mit ihren Fähigkeiten in an-
deren Stoffgebieten sowie dem Gesamtwert im Mathematikleistungstest zu vergleichen.
Geplant ist die Entwicklung weiterer Subskalen, u.a. zu den curricularen Bereichen 
Arithmetik, Algebra und Geometrie, zur Grundvorstellungs- bzw. Kalkülkompetenz 
sowie – getrennt hiervon – zu den fünf mathematischen Kompetenzklassen, die für die 
Dimensionierung des nationalen Mathematikleistungstests bei PISA vorgesehen sind. 
Ferner sind differenziertere Analysen zu Bereichen wie Prozentrechnung, Verhältnisbeg-
riff, Anteilsbegriff, Proportionalität, Linearität und Funktionsbegriff geplant.
4.4 Entwicklungsverläufe und didaktische Handlungsperspektiven
Bereits die – hier noch querschnittlichen – Befunde der ersten Voruntersuchung zu 
Entwicklungsverläufen zeigen interessante und z.T. sehr überraschende Ergebnisse. Un-
terhalb der Ebene einer allgemeinen Fähigkeitszunahme (s.o. 2.3) ist keineswegs von 
monoton klassenstufenabhängigen Fortschritten der Mathematikleistung in einzelnen 
Kompetenzbereichen auszugehen; vielmehr zeigen sich u.a. auch paradoxe, z.B. stagnie-
rende Verläufe bzw. Phasen eines negativen Lernzuwachses. Betrachten wir hier – mit 
aller aufgrund der geringen Stichprobengröße der ersten Voruntersuchung gebotenen 
Vorsicht – zwei charakteristische Beispiele.
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(1) Stagnierende Verläufe beim Verständnis des Anteilsbegriffs
Ein interessanter Effekt, der längsschnittlich näher zu untersuchen sein wird, deutet sich 
bei der Aufgabe „Fahrradkontrolle“ aus dem Bereich des Anteilsbegriffs an. Bei dieser 
Aufgabe wird der Proband aufgefordert, einen gegebenen relativen Anteil (2 von 5) aus 
einer Zeitungsmeldung in den entsprechenden prozentualen Anteil umzuwandeln. In 
Abbildung 3 sind die Lösungshäufigkeiten für diese Aufgabe wiedergegeben, differen-
ziert nach Schulformen und Klassenstufen. 
Betrachtet man die Lösungshäufigkeiten der Realschüler, so lässt sich von der 7. zur 
8. Klassenstufe ein deutlicher Fähigkeitszuwachs erkennen, der in den nachfolgenden 
Klassenstufen zu stagnieren scheint. Eine ähnliche Entwicklung findet sich – um eine 
Klassenstufe vorgezogen – bei den Gymnasiasten. Zurückgehen könnte dieser Effekt auf 
mangelnde unterrichtliche Vernetzung des Anteilsbegriffs mit den Themen der höheren 
Klassenstufen, die zu Vergesseneffekten (vgl. Frank 1996) und damit zu Leistungsabfäl-
len führen könnte. Sollte sich dieser Effekt längsschnittlich erhärten lassen, wären ent-
sprechende curriculare Konsequenzen zu ziehen. 
Erstaunlich mag hier auf den ersten Blick das hohe Fähigkeitsniveau der Hauptschü-
ler der 10. Klassenstufe erscheinen. Dies wird jedoch verständlich, wenn man bedenkt, 
dass zum einen die zehnte Hautschulklasse in Bayern nur noch von einer relativ kleinen 
und hoch motivierten Gruppe von Lernenden besucht wird, welche die Mittlere Reife 
anstreben, und dass zum anderen Hauptschüler aufgrund des bayerischen Curriculums 
in Mathematik mehr Erfahrungen im Bereich des Sachrechnens haben als ihre Altersge-
nossen in den anderen Schulformen. 
Insgesamt ist bemerkenswert, dass ein erheblicher Teil der Untersuchungsteilnehmer 
aus allen Schularten die hier geforderte Fähigkeit, die etwa für das Verständnis von rela-
tiven Zahlenangaben in Zeitungsartikeln grundlegend ist, nicht beherrscht. Selbst in der 
zehnten Klassenstufe scheint die Grundvorstellung des relativen Anteils in vielen Fällen 
nicht hinreichend gefestigt zu sein.
(2) Einbruchseffekte beim Verständnis von Proportionalität
Einen anderen Effekt zeigt der Fähigkeitsverlauf beim Item „Lotto“ aus dem Bereich 
Proportionalität (vgl. Abbildung 4). Bei dieser Aufgabe geht es inhaltlich um die Frage 
der Aufteilung eines Jackpots bei einem Lottospiel in Abhängigkeit von der Anzahl der 
Gewinner (indirekt proportionale Zuordnung).
Interessant ist der Abfall in der Lösungshäufigkeit von der 5. zur 6. Klassenstufe. Bei 
Schülern des Gymnasiums ist ein Einbruch auf ein Drittel der in der 5. Klassenstufe er-
zielten Lösungshäufigkeiten zu beobachten. Dieses ist um so bemerkenswerter, als die-
ser Inhalt im bayerischen Lehrplan für die 6. Klassenstufe des Gymnasiums einen zent-
ralen Punkt darstellt und damit ein wesentliches Gebiet des Pflichtunterrichts ist. Es 
sieht hier so aus, als würde die Fähigkeit in einem spezifischen Gebiet erheblich abneh-
men, obwohl dieses Gebiet zum ersten Mal systematisch unterrichtet wird.
Eine Erklärung kann darin gesehen werden, dass das intuitive, erfahrungsweltliche 
Verständnis von indirekter Proportionalität in der 5. Klassenstufe zunächst relativ er-
folgreich ist. So ist es etwa möglich, die Aufgabe „Lotto“ mittels der aus der Grundschu-
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le vertrauten Grundvorstellungen des Vervielfachens und Aufteilens zu lösen. Zu vermu-
ten ist, dass die schulischen, strukturorientierten Betrachtungen der 6. Klassenstufe die-
se frühen, erfolgreichen Konzepte nicht angemessen aufgreifen und weiterentwickeln,
sondern eher behindern oder verschütten, ohne adäquate neue Konzepte aufzubauen. 
Bis zur 8. Klassenstufe können diese Defizite offenbar nicht mehr behoben werden, und 
erst mit einem erweiterten Funktionsverständnis in der 9. Klassenstufe scheint ein si-
cherer Umgang mit Aufgaben dieses Stoffgebiets gewährleistet zu sein. 
Im Bereich der Verhältnisrechnung lieferte Wiegand (2000) in einer explorativen 
Studie ähnliche Befunde, die sich aus einer Kurzintervention mit negativem Lerneffek-
ten ergaben. Beobachtungen dieser Art lassen darauf schließen, dass es in der Leistungs-
entwicklung Phasen gibt, in denen bestehendes intuitives Wissen nicht angemessen be-
rücksichtigt wird, sondern durch inadäquate, meist schematische Verfahren verschüttet 
wird, was zu Leistungsabfällen und negativen Wirkungen im motivationalen Bereich 
führen kann (vgl. Fischbein 1990; Wittmann 1991). 
4.5 Schlussfolgerungen
Die Befunde der ersten Voruntersuchung des Projekts zeigen, dass die entwickelten In-
strumentarien zur Erfassung von mathematischer Grundbildung, selbstreguliertem Ler-
nen in Mathematik sowie Unterrichts- und Kontextbedingungen erfolgreich eingesetzt 
werden können. Exemplarisch gezeigt wurde dies hier für den Regensburger Mathema-
tikleistungstest. Dieses Verfahren erweist sich bereits in der ersten Fassung als raschska-
lierbar und differenzierungsfähig, und zwar über den gesamten Entwicklungsbereich 
der Sekundarstufe I und alle Schularten des gegliederten Schulwesens hinweg (mit Aus-
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nahme von Sonderschulen). Die Kompetenzzunahme von einer Klassenstufe zur nächs-
ten entspricht etwa einer halben Standardabweichung der Kompetenzvariation inner-
halb der Klassenstufen; dies spricht für die Validität des Instruments.
Dabei ergeben sich überraschende Befunde, wenn man Kompetenzverläufe unterhalb 
der Ebene eines globalen Summenscores für die Mathematikleistung analysiert. In ein-
zelnen curricularen Bereichen scheinen Phasen mit positivem Lernzuwachs solchen mit 
stagnierender Leistungsentwicklung oder sogar negativem Lernzuwachs gegenüber zu 
stehen. Bei der Interpretation ist allerdings zu berücksichtigen, dass die hier berichteten 
Befunde dieser Art zunächst querschnittlich angelegt sind und auf relativ kleinen Stich-
proben basieren. Zentrales Ziel der Längsschnittstudie wird es sein, sowohl gelungene 
Kompetenzentwicklungen wie auch problematische Leistungsverläufe in methodisch 
angemessener Weise zu identifizieren und ihre Bedingungen in Unterricht und sozialen 
Kontexten zu analysieren, um die sich ergebenden Ansatzpunkte für unterrichtliche und 
didaktische Handlungskonsequenzen realistisch zu erhärten. 
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